Premiere classe de Stiefel- Whitney des espaces 
d'applications stables reelles en genre zero vers 
une surface convexe 

Nicolas Puignau 

Abstract 

Let (X,cx) be a convex projective surface equipped with a real struc- 
ture. The space of stable maps Mo,k{X, d) carries different real structures 
induced by Cx and any order two element r of permutation group Sk act- 
ing on marked points. Each corresponding real part RTMo,kiX,d) is a 
real normal projective variety. As the singular locus is of codimension 
bigger than two, these spaces thus carry a first Stiefel- Whitney class for 
which we determine a representative in the case k = ci(X)d — 1 where 
ci(X) is the first Chern class of X. Namely, we give a homological de- 
scription of these classes in term of the real part of boundary divisors of 
the space of stable maps. 

Introduction 

Soient une surface projective complexe X, une classe d'homologie d dans 
H2{X,'E) et deux entiers naturals g et k. L'espace des applications stables 
A4g^k{X,d) est un espace de modules pour les courbes de genre g realisant 
la classe d dans X et munies de k points marques. Ces espaces constituent le 
cadre de la theorie de Gromov-Witten et sont par consequent un objet fonda- 
mental de geometric enumerative. Dans le cas du genre zero Mo,k{X, d) possede 
des proprietes remarquables, en particulier lorsque X est convexe (voir p. ex. 
[I1I3I9]). Une variete projective X est convexe lorsqu'elle est lisse et que pour 
tout morphisme holomorphe u : CP^ — * X on a H^{CP^, u*Tx) = 0. 

Dans ce qui suit nous nous interessons exclusivement aux courbes de genre 
zero. Aussi, nous omettrons la mention g ^ et M.Q^k{X, d) sera note A4i^{X). 

Supposons X convexe (par exemple CP^ ou CP^ x CP^) alors 1' espace des 
applications stables Aif.{X) est une variete projective normale avec singula- 
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rites de type orbivariete. Une orbivariete est localement le quotient d'une va- 
riete lisse sous raction d'un groupe fini. Une application stable est une classe 
d'isomorphisme pour les parametrages d'une courbe munie de points marques ; 
elle est associee a la donnee {C, zi, . . . , Zk,u) ou C est une surface de Rie- 
mann nodale de genre zero appelee source, {zi,...,Zk) un fc-uplet de points 
non singuliers de C et u : C X un morphisme holomorphe dont I'image 
realise la classe d (cf. [3j). Lorsque u n'est pas un rev^tement multiple, on dit 

que I'application stable est simple. On note le lieu des applications 

stables simples, c'est un ouvert dense de ^A|^{X) contenu dans la partie lisse. 
On note A4'l{X) le lieu des applications stables dont la source est CP\ c'est 

un ouvert dense de M'1{X). La dimension de M'1{X) est ci{X)d — 1 + fc, ou 
Ci{X) designe la premiere classe de Chern de X. Le morphisme d'evaluation 

ev'^ : (C, zi, . . . , Zk, u) e Mk{X) {u{zi), . . . , u{zk)) € X'' est un morphisme 
entre varietes projectives de meme dimensions lorsque k = ci{X)d~ 1. On note 
kd = ciiX)d-l. 

Supposons que X soit equipee d'une structure reelle (une involution antiholo- 
morphe) cx ■ X X et que d verifie cx*{d) ~ —d. Soit t un element d'ordre 
deux du groupe des permutations a k elements ; il definit une structure reelle 
Cr : {xi, . . . ,Xk) I— > [cx{xt(i)), ■ ■ ■ ,cx{xT{k))) sur X''. De mSme on obtient 
sur M'1{X) une structure reelle cm,t induite par {zi, . . . , Zk,u) e (CP^)'^ x 
Mord{X) ^ [conj{zr{i)), ■ ■ ■ , conj{zr{k), cx ouo conj)) e {CP^Y x Mord{X) 
ou conj est la conjugaison complexe standard sur CP^ et Mord{X) I'ensemble 
des morphismes holomorphes u : CP^ X realisant a I'image la classe d (voir 
ll.l.ip . Eventuellement, r pent etre I'identite. On note respectivement M.rX^ et 

'M.rAij;{X) les parties reelles (le lieu fixe) de Ct et cm.t puis WrJ^ki-^)* P^^' 
tie reelle de M'1{X)* . Le morphisme d'evaluation se restreint en un morphisme 
reel Mi-effc : lS.rA4k{X) RrX'^ qui est surjectif lorsque k est egal a kd. 

L'espace RrM-k^iX) est une variete projective reelle normale, en particulier 
le lieu singulier est de codimension au moins deux. Cet espace possede done 
une premiere classe de Stiefel-Whitney wi(Mi-A^fc^ (^)) et un morphisme de 
dualite au premier grade H^{RrMt^{X),Z/2Z) -> H2k^-i{RrMt^{X),Z/2Z). 

Dans [9] Welschinger determine une collection de sous- varietes dans M.r-M'l^{X) 
aui contienent un representant pour le dual de la premiere classe de Stiefel- 
Whitney. Plus precisement, les parties reelles des composantes irreductibles de 
la frontiere Ai^.^{X)\M'l,^{X) qui sont ecrasees (de codimension au moins deux 
a I'image) par le morphisme d'evaluation reel contiennent un representant dual 

de wi{M.r-Mi;^{X)*). La frontiere de l'espace des modules est un diviseur qui cor- 
respond au lieu des applications stables dont la source est une courbe reductible. 
On note red'^ = {d',d" e H2{X,Z)\d' + d" = d}. Pour un element d' € red'^ et 
un entier k' < kd, designons par RrlC'^f k' fermeture du lieu des applications 

stables dans RrM'l^iX)* ayant comme source I'union de deux droites projec- 
tives CP-^ CP^ secantes en un point ^ et dont une des branches contient k' 
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points marques et realise la classe d! dans X (on suppose k' > kd' ou bien k' >2 
si d' = pour des raisons de stabilite). Enfin, pour D une classe d'homologie 

de codimension un, on designe par Z?^ son dual dans H^{WrA4j^{X),Z/2Z). La 
proposition 4.5 de [9j peut se ramener a la suivante (voir partie[T|. 

Proposition (Welschinger) . La premiere classe de Stief el- Whitney de la partie 
reelle RrMt^iXy deMt^{X)* s'ecrit 

w,(RrMUxy)^{Rrevlr[w,iRrX''-)]+ ^ ed'y.[RrlC%,,,]'' 

fcrf/+l<fc'<fcd 

oil ed'.k' S {0, 1}. On convient que M/Co,i = 0. 

Nous determinons exactement quels sont les termes, dans cette somme, qui 
sont affectes d'un facteur non nul ; c'est-a-dire quelles sont les composantes qui 
contribuent effectivement a representer un element dual pour la premiere classe 
de Stiefel-Whitney de la sous-variete lisse RrM,,^{X)* C RrM^^iX). Puisque 
le lieu singulier est de codimension au moins deux, ceci definit une premiere 
classe de Stiefel-Whitney pour Mt-A^j.^ (X). Le resultat obtenu est le suivant. 

Theoreme. Soit X une surface projective convexe equipee d'une structure reelle 
Cx , d une classe d'homologie dans H2{X,Z) telle que cxi,{d) = —d et r une 
permutation de kd = ci{X)d — 1 elements d'ordre au plus deux. La premiere 

classe de Stiefel-Whitney de la partie reelle Mr-^fc^(^) s'ecrit 

w,iRrMtAX)) = {R^evlrwiiRrX'^) + ^ ed,,k'-[RrlCi.k'V 

d'&ed"^ 

avec ed'.k' appartient a {0, 1} et oil td',k' — 1 si et seulement si k' — kd' = 2 
mod (4) ou k' — kd' ^ 3 mod (4). 

La demonstration de ce theoreme peut se generaliser en toutes dimensions 
des que la premiere classe de Stiefel-Whitney admet ce type de representant en 
terme de diviseurs de la frontiere (en particulier lorsqu'on salt definir le degre 
reel du morphisme d'evaluation). Par exemple lorsque X ~ CP^ equipe de la 
conjugaison complexe et que d designe un degre superieur a trois nous avons 
obtenu un resultat similaire pour wi(RA42diCP^)) (cf [6]). 
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doctorat. L'etude de ce probleme m'a ete suggeree par Jean- Yves Welschinger. Je 
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de nombreuses discussions. Je remercie Viatcheslav Kharlamov et Jean-Claude 
Sikorav ainsi que le relecteur pour les multiples remarques utiles a la redaction 
de ce texte. Enfin, je remercie Antonio Diaz-Cano Ocana et le departement 
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1 Preliminaires 

On appelle structure reelle sur une variete complexe la donnee d'un auto- 
morphisme involutif antiholomorphe. Le lieu des elements fixes par une telle 
application est appele lieu fixe ou la partie reelle. On considere {X,cx) une 
surface convexe X equipee d'une structure reelle cx dont le lieu fixe MX est 
non vide. 



1.1 Espace des applications stables 

Soit d une classe d'homologie dans H2{X,'E) realisable par une courbe ra- 
tionnelle et telle que cx*(d) — —d. On dira que d est rationnelle reelle. On note 
Mord{X) — {u : CP^ X \ u^,[CP^] — d} I'ensemble des morpliismes holo- 
morphes depuis la droite projective CP^ qui realisent la classe d dans X. Soit 
fc > un entier, on note Diagk = {(^i, . . . , Zk) € (CP^)*^ \ 3 i ^ j : Zi = zj}. 
On note Aut{CP^) les automorphismes liolomorphes de la droite projective. 
Le groupe de Moebius des automorphismes holomorphes et antiholomorphes de 
CP^ agit sur ((CP^)'' \ Diagk) x MordiX) de la fagon suivante 

Moeb X ((CPi)*^ \ Diagk) x MoraiX) {{CP'^)'' \ Diagk) x Mor^iX) 

f,^.^ ^ ,A , ( iy:>izi),..., ^(zk), u oip-^) si if £ Aut{CP^) 

''' ^ 1 Mzi),...,^(zfc),cxo7.o^-i) sinon. 

L'action restreinte du sous-groupe des automorphismes holomorphes de CP^ 

dennit un espace quotient M%(X) = -^^ Aut(CP^) ™^ 

riete quasi projective. II en existe une compactification A4k{X) appelee espace 
des appHcations stables (cf. Ce dernier est un espace de modules pour les 
courbes A:-pointees de genre zero reaHsant la classe d'homologie d dans X (cf. 

[3]). Un element de Mk{X) est une classe d'equivalence definie par la donnee 
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(C, zi, . . . , Zfc, u) d'une courbe nodale C de genre zero, de k points non singu- 
liers de C tons distincts (zi, . . . , Zk) et d'un morphisme holomorphe u : C ^ X 
tel que la classe d'homologie a I'image m*[C] soit d. La relation d'equivalence 
(C, zi, . . . , Zfc, u) = {D, Ci, . . . , Cfe, w) est donnee par un isomorphisme ip : C ^ D 
qui respecte les points marques et les applications : (p{zi) = Q pour i & {1, . . . ,k} 
et u = vo(p. De plus (C, zi, . . . , z^, u) est stable c'est-a-dire que son groupe d'au- 
tomorphisme est fini. La stabilite est equivalente a exiger que les composantes 
irreductibles de la source C envoyees par une application constante sur la classe 
nulle possedent au moins trois points speciaux : points marques ou singularites 
(cf. [3]). On note Mi^{X)* le lieu des applications stables dont le groupe d'au- 

tomorphisme est trivial; c'est un ouvert dense de Mi^{X). On note ci{X) la 
premiere classe de Chern du fibre tangent de X. On rappelle le resultat suivant. 

Proposition 1 (Cf. [3]). Avec les notations precedentes, 

1. M.^l^{X) est une variete projective normale de pure dimension 

Ci{X)d + k-l ; 

2. Aii^{X) est localement le quotient d'une variete lisse par un groupe fini; 

3. M.^l^[X)* est lisse et est un espace de module fin pour les applications 
stables sans automorphismes, muni d'une courbe universelle Uj.^. 

Le second enonce indique que ^A|^{X) est une orbivariete. C'est la convexite 
de X qui assure que Mord{X) est une variete lisse. On note T-j^d^-^^^ le fibre 

tangent de la variete M'1{X)*. 

1.1.1 Structures reelles 

L'action residuelle du quotient M.oeb/ Aut{CP'^) = Z/2Z definit une struc- 
ture reelle cm sur A^^(X) qui s'etend en une structure reelle cj^ sur Mi^(X) 

(cf. [9]). Le lieu fixe de cj^ est un espace de module ]RA4^(X) qui compactifie un 
espace de parametres pour les courbes reelles de genre zero et de classe d dans X 
munies de k points marques dans RX (cf. [6]). Une courbe est reelle lorsqu'elle 
est invariante sous Taction de cx- Lorsque fc = on obtient une structure reelle 
sur Mord{X) dont on note Mor^{X) la partie reelle. Lorsque fc 7^ le groupe 
des permutations de fc elements Sk agit sur I'indexation des k points marques 
par 

SkxMtiX) ^ MtiX) 
(cr;C,zi, . . . ,Zfc,u) ^ (C,z^(i), . . . ,z^(fc),u). 

Soit T un element d'ordre deux de Sk- L'action combinee de t et induit une 

structure reelle cj^ ^ sur Ai^iX) dont on note B.rAik{X) la partie reelle. Cette 
derniere compactifie un espace de parametres pour les courbes reelles de genre 
zero et de classe d dans X avec des points marques dans MX (d'indexations 
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invariantes par r) et des paires de points conjugues pour cx (d'indexations 
permutees par r). Ces structures reelles ne se distinguent que par la classe de 
conjugaison de r e Sk (cf. [H)- 

Proposition 2 [Cf. [9]). Soit t e Sk une permutation d'ordre au plus deux, 

'M.T-M.k^X) est une variete reelle projective et normale de dimension ci{X)d + 
k-l. 

1.2 Frontiere 

La frontiere de Mk{X), c'est-a-dire M^iX) \ Mf{X) est le lieu des appli- 
cation stables dent la source est reductible. C'est une union de diviseurs dans 
A4ki-^) (cf- O). Soit {A, B;dA,dB) un quadruplet qui verifie : 

1. Au B est une partition de {1, . . . , fc} ; 

2. dA + dg =deH2iX,Z); 

3. si = (resp. ds = 0), alors |^| > 2 (resp. \B\ > 2). 

II existe un diviseur D{A, B; dA, ds) de Mk{X) (cf. [5]) qui est le lieu des 
applications stables {C,z_,u) verifiant : 

a. C — Ca^Cb est Tunion de deux courbes Ca et C_b de genre zero secantes 
en un point nodal ^ ; 

b. les points marques indexes par A (resp. B) sont dans Ca (resp. Cb) ', 

c. u*[Ca] = dA et u*[Cb] = dB, ce que I'on ecrira u G A^ord^+de (^)- 

On convient que lorsque (c?a = 0, \A\ < 2) ou (ds = 0, \B\ < 2), on note par ex- 
tension D{A,B;dA,dB) pour designer Tensemble vide (conditions de stabilite). 
Lorsque X = CP^ ou X = CP^ x CP^, les diviseurs de la frontiere sont des 
varietes irreductibles. 




Fig. 1 - Un element generique du diviseur D{{1, 2, 5}, {3, 4}; d^, ds) 

Pour une classe rationnelle d G H2{X,Z), I'ensemble des elements S, rationnels 
ou nuls et tels que d — S soit rationnelle ou nulle, est note red'^ C H2{X,2.). 
Pour un entier k' < kd et d' G red'^ , on pose 

U D{A,B-dA.dB). (1) 

\A\^k' 
dA—d' 
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Un point generique de IC^, ^, est une application stable (C^ U{^} C'^,mi U U2, z) 
telle que C = CP^ pour i £ {1, 2} et #{znC^) = k' , ul{C^) = d' . Remarquons 
que RtA^o,i = par stabilite. 

Proposition 3. La frontiere de A4'l^{X) est la reunion [j j^'fzred'' ^d' k' ■ 
Demonstration. La reunion des diviseurs ljAuB={i,...,fc} D{A, B; dA, ds) est un 

dA+dB=d 

recouvrement de la frontiere (cf. [3]), done une simple reecriture montre que 

remarquer que ICj, f^, est egal 

0<k'<kd 

a k-k' • Si on choisit d'imposer la condition k' > kd' on obtient I'unicite 

de I'ecriture puisque des deux choix envisageables pour A et B, un et un seul 
est realisable de la sorte. En effet kd = ci{X)d — 1 done si d' + d" ^ d alors 
kd' + kd" ^ kd — I. Done fc' > kd' est equivalent k kd — k' ~ k" < kd — kd' — I = 
kd". □ 

Soit T une permutation d'ordre deux ou I'identite dans Sk, on note Kr^^fc 
(resp. KrA^rf/ k') 1^ li^^ frontiere (resp. de IC^, j.,) fixe pour cj^^. Lorsque 

k = kd, la proposition [3] admet le corollaire suivant. 

CoroUaire. Pour t une permutation d'ordre deux ou I'identite dans Sk^, la 
frontiere reelle dejA^^iX) estRrlCf^ = U d'ered" ^rlC'^'^k'- 

k^i <k'<ka 

1.3 Morphismes 

1.3.1 Morphisme d'evaluation 

Soit T £ Sk une permutation d'ordre deux, on definit une structure reelle 
sur X^ par Cr : {xi, . . . , Xk) ^— > {cx{xr(i)), • ■ • , cx{xr[k))) dont on note M.tX^ 

la partie reelle. L'application d'evaluation evf. : {C, zi, . . . , Zk,u) G ^Al.{X) i-^ 
{u{zi) , . . . , u{zk)) E X'^ est un morphisme entre varietes projectives. Lorsque 
fc = ci{X)d — 1 c'est un morphisme surjectif entre varietes de m6me dimension. 
On pose kd = ci{X)d — 1. Le morphisme d'evaluation est equivariant sous 

Taction de Sk et de Z/2Z, c'est done un morphisme reel ew^ : (A^fc(^), c^^) 
(X'^',Cr) entre varietes reelles. 

Definition 1. On appelle morphisme d'evaluation reel la restriction du mor- 
phisme d'evaluation 

(C, zi,...,Zfe,M) {u{zi),...,u{zk)). 

Lorsqu'il n'y a pas d'ambigui'te, on note z pour un fc-uplet (zi, . . . , Zk) G . 
Soit (C, z, u) S Aii^{X)* , la differentielle de u induit un morphisme de faisceaux 
Tc u*Tx dont on note J\fu le faisceau quotient appele faisceau normal 
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de u. Lorsque on a une immersion, Nu est le faisceau d'un fibre en droites sur 
CP^. Par la formule d'adjonction on a I'egalite Nu = Ocp^{ci{X)d — 2). 

Proposition 4 (C/. [9j). Soit {C,z_,u) G A4f{X)* un application stable sans 
automorphisme ; le noyau et le conoyau de la differentielle dev'^^ en (C, z, u) 
sont respectivement 

keiid\<^c,z,u)evt) - H\'CP\Mu ® Ocp^{~z)) (2) 

et 

cokcv{d\(c,z.u)evt) = H\<CP\Mu ® OcP^{-z)). (3) 

Lorsque k = fc^, le morphisme d'evaluation reel est un diffeomorphisme local 
au voisinage d'un point regulier. On note Regd{X) le lieu regulier du morphisme 

d'evaluation ew^^ : M.f.^{X) X^"^ , c'est un ouvert dense de M.f.^{X). 

1.3.2 Morphismes d'oubli 

Une composante irreductible d'une courbe de genre zero est appelee branche. 
Soient I < k des entiers, il existe un morphisme entre varietes projectives de 
A4i^{X) vers Mi{X) qui « oublie » certains points marques de la source de 

(C, m) G Aii^{X) puis contracte les branches devenues instables par insufii- 
sance de points marques (cf. [3]). 

Definition 2. On appelle morphisme d'oubli et on note tt I'application 

iC z,u) ^ ^ ^ 

Pour i G {1, . . . , A:} on note tt^ le morphisme qui oublie le z-ieme point marque 

MtiX) -> mU{X) 
(C, zi,...,Zfc,u) t-> (C|f^2;l,...,z^,...,Zfc,^i). 

ou C'**"'' designe la source eventuellement contractee C C^*"'' pour stabiliser. 

Lorsque cela est utile (p. ex. en l3.1.1.3|) on specifie I'espace de depart ^A|^{X) 
d'un morphisme d'oubli par la notation tt'^ ; de meme, pour une partie {io, . . . , z„} 
de {1, . . . , fc}, on note tt,''^^ ...^^ pour I'application composee tt^ ~" ° ■ ■ ■ ° T^i^ qui 
consiste a oublier la Hste {io, ■ • ■ , in} de points marques. 

Lemme 1. Soit {C,z_,u) S A4'l{X)* tel que z_ soient des points reguliers de 
Cf""^ ; alors on a une decomposition kcrdlfc^.ti)"' = ©^Li kcr c?|(c',£,ti)7i'i e.t un 
isomorphisme ker c?|(c'^^ „)7r = TJJ'^ . 

Demonstration. Pour tous i,j 6 {1, • ■ • ,kd} distincts, les morphismes tt^ et ttj 
commutent done ker d|(c,z,!i)7r = ker d|(c_z^„)7ri. Soit i € {l,...,^:^}, en 
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I'absence d'automorphisme le morphisme tt,; decrit la courbe universelle au- 
dessus de I'image 7ri(A1j,(X)*) (cf. [T]). Le groupe des automorphismes d'une 
application stable etant un sous-groupe du groupe des automorphismes de son 
image par un morphisme d'oubh, Mk_i{X)* est inclus dans ni{Mf^{X)*). On 
en deduit un isomorphisme entre {Tri)~^{C^*^^ , zi, . . . , Zi, . . . , Zk,u) et C**"^. 
Par hypothese Zi est un point regulier de la fibre C^*"'', or les branches ne 
se contractent par tt^ que sur des points singuliers, done C^*"'' — C. Finalement 
au point {C, zi, . . . , Zk,u) = Zi, on a ker d(^c,z,u)''^i — Tz^Cf^'' = T^^C. On en 
deduit un isomorphisme entre kei d\(^c,z.u)'^ et TJJ'^ lorsque z sont des points 
reguHers de C^*"''. □ 

On note KerdTr le sous-faisceau du fibre tangent de Tj^d^-^y^ defini par le 
noyau de la difi'erentielle d'un morphisme d'oubh. C'est un sous-fibre de rang un 
restreint au heu des applications stables simples non contractees (en particulier 



Soit A une courbe reehe de X avec pour singularites eventuehes des points 
doubles ordinaires, on dit que A est nodale. Les points doubles de A peuvent etre 
complexes ou reels. On distingue deux types de points doubles reels : ceux qui 
sont a I'intersection de deux tangentes reelles et ceux qui sont a I'intersection de 
deux tangentes complexes conjuguees. Le premier est un point double reel non 
isole, le second est un point double reel isole. On definit la masse de A, notee 
m{A) comme le nombre de points doubles reels isoles de A. 



Theoreme 1 (Welschinger [8]). Soient d e H2{X,Z) telle que cx*(rf) = —d 
et V une collection de ci{X)d — 1 points de X invariante pour cx et dont 
exactement r elements sont reels. On note A-p pour I'ensemble des courbes reelles 
de genre zero qui contiennent V . Alors, pour V generique, A-p est fini et ne 
contient que des courbes rationnelles nodales. De plus, la somme 



snvM.^iXy). 



2 Resultats 



2.1 Invariants de Welschinger 




Fig. 2 - Points doubles ordinaires reels et leurs tangentes 




(5) 



AeA-p 



ne depend pas de V. 
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On note ce nombre 'Wd,r{X), c'est un invariant de Welschinger de {X,cx)- 
Remarquons que |>Vd,r(-'^)| est une borne inferieure pour le nombre de courbes 
rationnelles reelles de {X, cx ) realisant la classe d et qui contiennent un collec- 
tion generique de r points reels et paires de points complexes conjugues. 

2.2 Aspects topologiques 

Soit K C Mk^{X) la reunion des diviseurs de la frontiere dont I'image par 
le morphisme d'evaluation est de codimension au moins deux. On dit d'une 
composante irreductible de K qu'elle est ecrasee par le morphisme d'evaluation. 
On note M.rK le lieu de K fixe pour cj^^. Munissons M.t-X'^'^ du systeme de 
coefficients entiers tordus Z et considerons la classe fondamentale qui lui est 
associee dans I'homologie singuliere [RrX'^''] £ H2ka {^tX^'^^Z') (voir [7j). On 

note Z* le systeme de coefficients locaux sur 'R,rM'k^{X) releve de Z par le 
morphisme d'evaluation reel. 

Proposition 5 (Welschinger [9]). Soit {C,z_,u) e Mt-A^^^(X) un point regu- 

lier du morphisme d'evaluation et M^tM. la composante connexe de Mr-A4fc^(^) 
qui le contient. II existe une unique classe fondamentale \Rr-M] & bord dans 
M^T-K nM.rA4 tel que I'homomorphisme induit par le morphisme d'evaluation reel 
H2kA^rM,RrM\{{C,z,u)}-Z*) iJafc, (MrX'=^M,X'='' \{u(z)};Z) envoie 
\RrM] sur {-iy''''^^\\E.rX^'^] oil A est la courbe definie paru{C). 

Autrement dit, il existe une classe fondamentale [RTA^fej(^)] a bord dans 
Mr-ft^ et telle que le morphisme d'evaluation reel Kreu^^ induise un homo- 

morphisme entre i72A;^ (Mr A^^JX), A'; Z*) et H2kA^TX^\Z) qui envoie la 

classe ^r'MiAX)] sur la classe >Vd,r(X).[R^X'='']. Puisque M.r'Ml^X) est une 
variete normale, son lieu singulier est de codimension au moins deux. Elle ad- 
met done une premiere classe de Stiefel- Whitney et un morphisme de dualite 
au premier grade i?2fc,-i(K^A7fe_^(^), Z/2Z) ^ iJi(R^7VlfeJX), Z/2Z). Pour 
une classe d'homologie de codimension un [R,-!)] e i/2fcd-i(IRTA^fc^(^),^/2Z), 

on note [R^Z?]^ e Hi(R^Al)!_^(X), Z/2Z) son dual. Le theoreme [I] admet le 
corollaire suivant. 

CoroUaire (Welschinger [9]). La premiere classe de Stief el-Whitney de la va- 
riete projective normale Ri-A^fc^(X) s'ecrit : 

wiim^rMi^X)) = [M.revtjwiim.rX^'') + ^ e{D).[M.rDY 

DCK 

oil e{D) G {0, 1} et la somme est prise sur I'ensemble des composantes irreduc- 

tibles D de la frontiere de A4i^^{X) ecrasees par le morphisme d'evaluation et 
dont la partie reelle R^_D possede au moins une composante connexe de codi- 
mension un dans RrMk^i-^)- 
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Les points critiques du morphisme d'evaluation sont contenus dans le lieu 
des courbes non immergees (proposition |4| et dans la frontiere de ^A|^^{X). Les 
composantes irreductibles de la frontiere (voir II. 2p ne sont pas toutes ecrases 
par le morphisme d'evaluation. Plus precisement, on a la proposition suivante. 

Proposition 6. L'image d'un diviseur de la frontiere D{A, B;dA,dB) par le 
morphisme d'evaluation ev'^^ : M-f^^{X) X^"^ est de codimension un dans 
X^"^ si et seulement si \A\ = fc^A ou \A\ = kd^ + 1- 

Demonstration. Soit D{A, B; dAjds) un diviseur de la frontiere de A^f^ (X) tel 
que defini en 11.21 Pour (C,z,u) £ M^^iX) on note = {zi^, . . . , Zi^_^^) le 

|A|-uplet tel que A = {ii, . . . ,i\A\}- Soit M'Ia\+i{^) Xx M'Ib\+i{^) le produit 
fibre relativement aux morphismes d'evaluation et es associes au point mar- 
que supplementaire ba.b ■ {C^'^ ,z_a^btC'^) G ■M'\a',b\+i{^) ^ ""(0 ^ ^- ^ 

existe un isomorphisme D{A,B;dA,dB) — ■M'I^A\+ii-^) ■M'\B\+ii-^) decrit 
dans [3]. Le morphisme d'evaluation se factorise (C, z, w) G D[A,B;dA,dB) ^ 

{{CA,ZA,£„UA),{CB,Zg,£„UB)) e M'Ia\+i{X) xM!Ib\+i{X) ^ u{z) e X''-^. 

Supposons 1^1 > kdji + 1, ce qui entrame \B\ < kdg —2, alors dimM\B\+i{^) < 
2fcdB — 1. Puisque dimX''''B = 2kdg , l'image du diviseur par le morphisme com- 
pose est de codimension au moins egale a deux dans X'^'' = X''''a+''^b+'^ _ La 
symetrie dans le role de A et de i? acheve le raisonnement. □ 

Dans [8], Welschinger montre que les diviseurs de la frontiere qui sont de 
codimension un a l'image est un lieu regulier pour le morphisme d'evaluation. 
Une consequence de la proposition [6] est que seuls les diviseurs qui verifient 
1^1 > kdA + 1 ou > kdB + 1 peuvent contribuer a un representant dual de la 
premiere classe de Stiefel- Whitney de la partie reelle. Plus precisement et avec 
les notations introduites en ll.2l on a la proposition suivante. 

Proposition 7. La premiere classe de Stiefel- Whitney de M.rM^.^{X) s'ecrit : 

W^i^rM^X)) = [nrevtTw.i^rX'^-) + ^ 6rf^fe. . [M./C^ ] ^ 

d'ered"^ 

oil ed'.k' S {0, 1} depend seulement des parametres d' G red'^ et k' G N. 

Demonstration. D'apres le corollaire de la proposition[3l la frontiere de {X) 
est la reunion IJ d'ered'' ^d' k' ^t d'apres la proposition [6l K est complemen- 

fejj/ <k'<kd 

taire a la reunion iJd'ered'' ^d' fe^z+i- Autrement dit, les composantes connexes 
de RrK^ti ^6 codimension un dans 'M.tM'1^{X) et qui sont ecrasees par le mor- 
phisme d'evaluation reel sont contenues dans la reunion IJ d'ered"^ KtA^^' fc'- 

kd, + l<k'<ka 

Pour conclure, on remarque que I'indexation sur les points marques ne joue 
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aucun role dans le calcul de la premiere classe de Stiefel-Whitney. En effet, 
I'application induite par une permutation a € Sk^ des points marques est 

un automorpliisme de A^j.^(X) (cf. [5]) qui permute les diviseurs de la fron- 
tiere D(A,B,dA-,dB) de mfime calibre (|^|, \B\,dA,dB). Pour t € Sk^ une per- 
mutation d'ordre deux, cet automorphisme induit un isomorphisme reel entre 

(^fc<i(^)''^M,T) et (A^fc<i(-^),CM,<Toro<T-i) puisque croTocr-iocroT = cr. Or les 
structures reelles ^ sur M.j.^{X) ne se distinguent que par la classe de conju- 
gaison de r fvoir ll.l.l]) . c'est-a-dire que ~ '^ctotoo—i- Done les proprietes 
homologiques de la partie reelle des diviseurs de mSme calibre sont equivalentes. 
Une composante irreductible de la frontiere est contenue dans un des diviseurs 
de la frontiere et done dans un certain j,, . Le fait qu'une composante connexe 

de sa partie reelle V C Rt-A^a;^ {X) contribue ou pas a un representant dual de la 
premiere classe de Stiefel-Whitney depend uniquement des donnees k' et d' . En 
particulier cela ne depend pas de la composante connexe de MtA^^' k' choisie. □ 

2.3 Expose des resultats 

Nous determinons quelles sont les diviseurs de la frontiere dont la partie 
reelle Kr^d' y participe effectivement a une classe duale de la premiere classe 

de Stiefel-Whitney de I'espace des modules wii^r-M'iS'^))- C'est-a-dire que 
nous determinons la valeur de chaque edi,k' dans la description precedente. 

Theoreme 2. Soit X une surface projective convexe equipee d'un structure 
reelle cx et d une classe non nulle de H2{X,'L) telle que cx[d) = —d. On note 
kd le nombre ci{X)d — 1 et t une permutation d'ordre au plus deux dans le 
groupe des permutations Sk^ . La premiere classe de Stiefel- Whitney de la partie 

reelle M^rAdk^i-^) representee par 

d'£red'^ 

avec ed',k' G {0, 1} tel que td',k' = 1 si et seulement si k' — kd' = 2 mod (4) ou 
k' - kd' = 3 mod (4). 

3 Demonstration 

Nous cherchons a calculer le bord de la chaine [Mr Alfe^ {X)] dans le groupe 
des cycles C2fe^ (M^ A^^,^ (X)*, Z*). Fixons MrA^ une composante connexe de 

^rJAi^i^Xy \ ^rK et choisissons [M.rM\ S 7?2fcJKr7W, MrA' n RrX; -H*) la 
classe fondamentale definie par la proposition [H On considere pour une compo- 
sante connexe V de M^tK, de codimension un dans m.rMk^{X)\ un voismage 
contractile B d'un point generique de V de sorte que H B ait deux com- 

posantes connexes RrA^^ et RrA^f separees par RrZ-T n B. On obtient deux 
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generateurs [RrM^] et [MrAlf] de H2kAB,dBURrK;Z*). Chacun induit un 
generateur [Bq] (resp. [Si]) de H2kd{B,dB] Z*). II s'agit d'evaluer si I'applica- 
tion H2kAB,dB-Z*) H2kAB ,dB URrK; Z*) realise ±[B] ^ [Bq] + [Bi] ou 
bien ±[B] ^ [Bq] — [Bi] en fonction du choix de V. Pour cela, on choisit un che- 
min dans B transverse a Rt-K CiB et qui relie deux points de part et d'autre de 
Rt-K. Le long de ce chemin on construit une trivialisation de T„ -j-rd (voir 

13.1. 4.2p afin d'evaluer I'image de [B] dans H2kd{B, dBWRrK; Z*) en comparant 
les orientations induites par [Bq] et [Si]. 

3.1 Etude du cas r = id 

On fixe la structure reelle definie par I'identite de Sk^ ce qui impose a I'image 
de chaque point marque d'appartenir a la partie reelle M.X (voir ll.lTTj) . Soit 

d' e red''' C H2 {X, Z) , k' un entier strictement superieur a kd' + I et V^, ^, 

une composante connexe de RJC'^, ^/ de codimension un dans MA^j.^(X). On 
distingue deux situations selon que d' soit nulle ou pas. 

3.1.1 Chemins transverses. Cas d' ^ 

On souliaite decrire un chemin transverse a M/CJ^, ^, en un point generique 
bien choisit de V^, ^, . Une permutation de I'indexation des points marques z* re- 
vient eventuellement a definir une autre composante connexe (2?^, y)' M/C^, j^, 
ce qui est sans consequence dans ce qui suit (cf. proposition [71) . 

3.1.1.1 Choix d'un point generique. On rappelle qu'un element (C^ U 
C2, z, u) e Mi^iX) \ Mi^{X) est generique lorsque CP^ pour i £ {1, 2}, 
^ = {C^ n C^} est un point double ordinaire et u n'a que des singularites 
nodales et est lisse aux points marques z S (C^ U C^y^"^ . On note = w, [C] 
et A:*' = #(z n C") de sorte que d' + d" soit egal a d et A:' + k" egal a kd. 
Un element generique de Vj^, j^, a done deux branches a la source dont I'une a 
« trop » de points marques et I'autre trop peu (au sens ou le « bon » nombre 
de points marques serait k^n ou k^n + 1 pour i G {1,2}). On determine un 
point (C^ U C^, z, u) de PJ^, ^ tel que le morphisme u envoie un certain nombre 
de points marques estimes en « trop » dans un voisinage contractile du point 
double m(^) afin de travailler dans I'homologie a coefficients entiers. 

Definition 3. Pour (C^ U C'^,z,u) e Vj, on definit le nombre ^ e N (on 
rappelle que k' > kd' + 1) par 

t — k kd' 

OVLi=k' ~kd' ~l ^ ' 

de sorte que ^ = mod (2). 

Remarque. Un sous-ensemble non vide de points reguliers dans la partie reelle 
d'une courbe rationnelle reelle de X est dans la composante connexe isomorphe 
a MP^. II possede done un ordre cyclique defini par I'ordre cyclique sur MP^. 
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Lemme 2. Quitte a changer I 'indexation sur les points marques, il existe un 
point generique {C-i,,z^,Ui,) de V^, j,, qui, en notant = Cl U{j*} C^, verifie 
{zi, . . . , zj, } C Cl et {z^/_,_]^, . . . , z^^} C ; les points speciaux se trouvent a 
I'image dans I'ordre cyclique < •■• < u-i,{z*) < < u*(z* ) < 

2 " 2 +-'- 

••■ < Ui,{zl,) et < < ••• < Ui,{zlJ ; de plus est 

inclus dans un voisinage contractile de (Voir figure[^) 




Fig. 3 - X = CP^ d = 3.[L], fc^ = 8, £ = 2 

Demonstration. On pose £ '''(^d' fe') C ]RA^q(X) un point generique dans 
I'image de "D^, j,, par le morphisme d'oubli. En particulier (m* : ^ X) g 
(^) de sorte que C* = avec Q = CP^ pour i G {1, 2} et on 

note = Ui,\ci i^*)^ chaque composante irreductible de la courbe A = u*(C*). 
Soit Di, un disque ouvert de G MX qui definit des coordonnees locales 

(x, y) G sur RX centrees en et telles que R^i n I?^ = {(x, y) : x = 0} 

et n D^, = : y = 0}. On pose J7i+ = u'^dy > 0}d, C] RAi) et 

Ui = u-^{{y < Olc.nK^i) des ouverts de MCi := ^-^(R^i) et Ui = C/i+UC/f . 
On choisit ainsi un fc^-uplet z* = (zjf , . . . , zj^) dans I'ensemble ordonne : 

(C/+)i X (C/r)^ X (RCl \ Uif-' X (RClfXDiagk,. 

On definit (C^jZ'^jU*) G RK^f^ en considerant la classe de (z*,m*) G (CP^)'^ x 

(CF^)''" X A^or(j'+d"(-'^) dans A^^^(X). Par definition, (C*,z*,u*) verifie les 
proprietes du lemme [2] pour le voisinage Z?* et quitte a changer I'indexation des 
points marques il appartient a la composante V^, f., . □ 

3.1.1.2 Choix d'un chemin. On choisit un chemin qui soit transverse a 
V^, ^, au point (C*, z*,m*) et sufHsamment « petit » pour considerer une orien- 
tation locale. Rappelons que RX est une surface reelle convexe (en particulier 
elle est projective et lisse). II existe une premiere classe de Stiefel- Whitney 
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w;i(]RX) G iJi(X,Z/2Z) dans I'homologie singuliere et on note w'dM.X) G 
7Ji(RX, Z/2Z) son dual de Poincare. On fixe un representant de dans 
le groupe des 1-chames Ci(RX, Z) et on considere son support lUj C RX. 
On note ^1^ ~ {Ji=i-^ ^ ''' x x ••• x X. Puisque -D* est contractile, 
on pent choisir uj^ de sorte que ^1^ n'intersecte pas M.ev'^^{C^,z^,u^,) et uj^ 
n'intersecte pas D*. Considerons un voisinage contractile (une boule) de 
dans RMt^iX) tel que nMt^iX) \ Mf^iX) ^ n V% y de 
sorte que T^ji,j^, decoupe B^, en deux composantes connexes dans MA^^^(X). 
Mors, I'ouvert 0-y = (Rewf J"i(^rj^) C RMi^iX) contient (C*,z*,u*). On 

fixe un chemin 7 : [0,1] ^ ^Mi^iX)* dans B^ r\ C RA4fcjX)* trans- 
verse a V^, y au point (C*, z"^, u*). Par simplicite on identifiera 7 et son image 

7([0, 1]) C MA^^^(X). On notera aussi 7* I'image de 7 par le morphisme d'eva- 
luation 7* = Mew^^(7) C MX*^"*. Le chemin 7 est contenu dans S*, transverse a 
^d'.fc' sn (C^, et 7* n'intersecte pas ri^. On pose (Ct, = 7(t) pour 

t G [0,1]. On distingue plus particulierement (Co,i°,uo) et (Ci,z^,mi) le point 
de « depart » et le point d'« arrivee » du chemin, chacun se situant dans une 
composante connexe differente de MA^f^(X) n B*. 

3.1.1.3 Construction d'un chemin de comparaison. On construit un 
autre chemin 7 associe a 7 mais a valeurs dans le lieu regulier Regd{X). Pour 
cela, on associe a (C+,z*,w*) un point generique (C*,l'^,u*) de la frontiere tel 
que les courbes soient identiques mais les points marques different afin d'obtenir 
un point regulier du morphisme d'evaluation. 

Lemme 3. Soit {Ci,, ^Ui,) e T^d' k' defini par le lemme\^ II existe une ap- 
plication stable {Ci^,z^ ,Ui,) G \ A4'l^{X) qui verifie pour < i < i, 
z* G et pour £ < i < kd, z* = z* ; a I'image de on a I'ordre cyclique 

w*(r) < u^s^) < ■•• < u^sp < u*(5fc'+i) < ■•• < MK,) < M^+i) < 

■ ■■ < Ui,{zi) et u^([zj',z^]) est inclus dans le voisinage de defini par le 

lemme\^ (Voir figure^) 

Demonstration. On reprend les termes de la demonstration du lemme [2] et on 
considere, dans le systeme de coordonnees locales sur D*, les ouverts U2 = 
u-\{x > 0} nRAa), = u-i({.T < 0} nMAa) et U2 = U+ U f/f de RC^. On 
choisit cette fois z* ^ (z*, . . . , z^^) dans I'ensemble ordonne : 

{U+)^ X (U^)^ X {z;_^i} X • • • X {zlj \ Diagk,. 

On definit ainsi (C*,1*,m*) G y en considerant la classe de G 
(Cpi)fc'-f X (CPi)'="+^ X Mord'+d"{X) dans ATfe,(X). □ 

Proposition 8. L 'application stable {Ci,, S* ,Ui,) G 'D'd'k' '^'^ lemme [3^ est un 
point regulier du morphisme d'evaluation. 
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Fig. 4- X = CP^, d = 3.[L], fed = 8, £ = 2 

Demonstration. II suffit d'apres la proposition [6] de verifier que (Ci,,z*,it^) G 
^d',ka, U^d',fc^,+i- Or, par definition, (w^)4C*] = d! et ni"^ = . . . , Zfc,} 

done ^{Clr\z*) e {fed', fed' + 1} en fonction du choix de ^ G {k' — kd',k' — kj,' — 1} 
(voir definition [3]) . □ 

On construit un chemin 7 transverse a la frontiere A4'l^{X) \ A4f^{X) au 
point (C*, z*, Ui,) et qui soit compatible avec 7 dans le sens ou les courbes et les 
points marques communs coincident le long des chemins. Pour cela, on se place 
dans RMk^+e{X)* et on definit z*Uz* := (z*, . . . , 2^, z*, . . . , z^, z^^^, . . . , z^J G 
{Ci,)'^'^~^^\Diagk^+e- On considere (C*, U z^, u*) G ^td+i prenant la classe 
de (z,Uz„u.) G {CP^f^+'\Diagk,+ixMorl^^„{X) dans MA7f^+,(X)*. Par 
definition on a tt^^^^ 21^^*^^ U z*,m*) = (C*,z*,m^). Quitte a restreindre 7 
on peut relever dans U/C^^_|_£ ce chemin par le morphisme d'oubli 

'^e+i^ 2t point {Ci,,z^ U z*,Uj,) G l^^t^+t- Etant donnee la suite exacte 

Kcrd7r^*^|+^^^ 2^ '^RMt (x)- —f ^RMt {xy *- 



on peut definir un chemin dans EA1j,^_|_£(X)* dont la differentielle s'annule dans 
le sous-fibre Kerc?7r^^^'' de T-^^d ixy On pose F un tel chemin passant 

par (CP^jZ* U z*,u*) et qui releve 7 de sorte que I'image par le morphisme 
d'oubli TT^^^^ 2£ ^oit constante. 

RM^+Axr — ^rmUx)* 
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On definit le chemin 7 : [0, 1] RM^^iX)* transverse a Mk^{X)\M'l^{X) au 
point (C*,2*,M^) comme I'image de F par le morphisme d'oubli des £ premiers 
points marques 

r c Rj4^+,{xr — 7 c RMUxy. 

On confond comme precedemment le chemin et son image, tout comme on note 
7* pour I'image E.ev'^^{j) C RX'^''. Le chemin 7 est inclus dans Regd{X), I'image 

dans 'M.Mq i^^_({X)* de 7 par tti .. .^ est egale a I'image de 7 par tti^.../, enfin 
7* n'intersecte pas il^. Comme precedemment on note {Ct,z^,ut) = 7(^)1 pour 
t€ [0,1]. 

3.1.2 Chemins transverses. Cas d' = 

On considere une composante connexe Vq j., de R/Cq f., de codimension un 

dans RA4i.^{X). (On rappelle que necessairement k' > 2 par stabilite.) On 
choisit un point generique {Ci,, z_* ,u^,) dans B^, n V^, ^, ; c'est-a-dire une appli- 
cation stable qui est une immersion et dont la source est composee de deux 
branches ~ CP^ CP^, I'une envoyee par une application birationnehe u^, 
sur une courbe rationnelle reelle de X dans la classe d et I'autre envoyee sur la 
classe nulle au point Comme precedemment, quitte a changer I'indexa- 

tion, on choisit que {zjf, . . . , z^, } appartienne a la branche de classe nulle et un 
ordre cyclique sur la branche de classe non nulle < ••• < Ui,{z'^^). 

On definit ensuite un chemin 7 : t G [0, 1] 1-^ {Ct,z*,ut) & R^A|^^{X)* trans- 
verse a V^, J,, en {C^,,z^,u^,) au parametre t+ mais dans le « sens » des ap- 
pHcations. C'est-a-dire que seuls les points marques dependent du parametre 
t, I'appHcation ut etant fixee a I'image : uo(CP^) = Mt(CP^) = u*(Ci,) = 
tti(CP^), ^ ti, ^ [0,1]- On exige que 7(0) — 7(1) apres renversement 
dans I'ordre cyclique : uo(^i) = ui{z\) , . . . , uo{z1,) = ui{z\i). Autrement dit, 
(Ci, 0^, ui) = (CP^, z^,, . . . , zj, ■Zjl/^.i, • ■ • , uq). De plus, en reprenant les no- 
tations de 13.1. 1.21 on choisit 7 suffisamment « petit » pour que son image 7* 
n'intersecte pas fi-y pour le choix de uj^ tel que n = 0, ou est un 
voisinage contractile de II n'est pas utile de definir un autre chemin 7. 




7(0) 7(1) 



Fig. 5 - X = CF^ d = 2.[L], kd = 5, fc' = 3 
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3.1.3 Bases de I'espace tangent 

L'objectif de ce paragraphe est de se munir d'une base positive, relativement 
a une orientation locale sur 1^^^-^^, de I'espace tangent T^(^q)RMi;^{X) au point 
de depart du chemin 7. On se donne differentes decompositions du fibre tangent 
pour lesquelles on definit une terminologie ad hoc. 

Proposition 9. Soit {C,z_,u) £ A4f.{X)* , on a la suite exacte 

T,C"= T^c,.,u)MtiX) H^iC,Afu) 0. (7) 

Demonstration. On a la suite exacte sur le morpliisme d'oubli : T^C'^ 
T{c.z.u)'^k{-^) ~^ T^(c,z.u)M!o{-^) ^ d'apres le lemme [TJ D'autre part, I'es- 
pace tangent T(c_„) A4q(X) est I'espace des deformations a I'ordre un de la 
courbe immergee par u, c'est-a-dire H^(C,Nu) (cf. Chap. II. 1 de [4]). □ 

Definition 4. Soit (C,z, u) G M.'i{X)* defini par une immersion. On appelle 

base standard une base de T(,^ ^ adaptee a la suite exacte ([7]). Au- 

trement dit, la donnee d'un (fc + fcd)-uplet (ei, . . . , e^, /i, . . . , fk^) compose de 
fc elements {ei}i=i,....fc generateurs de chaque T^fi et kd sections lineairement 
independantes {/i}i=i,...,fcj, dans H'^{C,Nu)- 

Lorsque k = kd on pent afHner la definition au points reguliers du morphisme 
d'evaluation . En effet, si on note Tx (,) = {0} x • • • x Tx x • • • x {0} le sous-fibre de 

Tyfcrf associe a la z-ieme composante, la decomposition de T^k^ = se 
releve par le morphisme d'evaluation en tout point regulier {C,z, u) € Regd{X) 

Tic,.,u)MUx) = 0(eO*T„(,,)X(,). (8) 
i=i 

Notation. Pour (C, e Regd{X) et z £ {!,..., fc^}, on note J\fu,-Tri{z) le 
faisceau Afu ® Oc{—z^) ou est I'element de C'^''"^ obtenu en otant le i-ieme 
point marque dans 2 = (zi, . . . , z^, . . . , z^^) e C'''' . Les sections de ce faisceau 
correspondent aux deformations de la courbe qui n'affectent pas la position des 
points marques sauf le i-ieme. 

Proposition 10. Soit (C,z,u) e Mf^iX)* DRecjdiX), on a la suite exacte 

T,.C (ez;^J*r„(,^)X(,) A/",, 0. (9) 

Demonstration. Pour i g {l,...,fcd}, notons it le morphisme compose 

er.MUx)^Mi_,{X)^^X'^-' 



18 



de sorte que {ev'^^)* {Tx^^^) = Kerdci. On deduit du diagramme de suites exactes 



Ker diTj 



d-Ki 'T'__ 




la suite exacte ■ 



■ Ker dTTi 



Ker de, 



dTTi 



■ dTTi (Ker de^) 



■ , ainsi 



que I'egalite d7ri(Kerdei) — Ker devj.^_^. On conclut en appliquant les egalites 
ker dTTi = T^^C et ker dev^^_^ = {C t Mu^--Ki{z)) de la proposition |4l □ 



Definition 5. Soit (C,z, u) G Mf^iX)* n Regd{X), une base standard B = 

(ei, . . . , Cka, /i, • ■ • , /fed) de T(^c,z,u}-^kA-^) ^'^^^ modele lorsqu'elle est 

compatible avec la decomposition ^ et la suite exacte ([9]). Autrement dit, si 
tout sous-espaces vectoriels de la decomposition ([8]) admet comme generateurs 
un couple {eh,fi) de la base B. Si de plus, e,; e T^.C et fi e H'^[C,Mu--Ki(z)) 
pour chaque i £ {1, . . . , fc^} on dit que la base modele est ordonnee. 

3.1.3.1 Construction d'une base modele positive On s'interesse aux 
bases de I'espace vectoriel reel T-,-i-!-d et a leurs orientations. On se place 

en un point regulier (C,z,u) € Regd{X) n MA<;._^(X) tel que 'Rev'l^{C, z,u) 
n'intersecte pas Vl^ defini en 13.1.1.21 Fixons une orientation sur M.X \ u-y. 

On peut relever cette orientation sur T{^c,z,u)^M.'i^{X) par la fonction d'eva- 
luation et definir une orientation o* = (Reuf ,)*(o x o x • ■ • x o). Une base de 



'I'{c,z,u)^M-j^^{X) est dite positive relativement a si I'orientation qu'elle in- 
duit est 0*. On donne une procedure pour se munir d'une base modele ordonnee 
positive relativement a sur MX \ . Une telle base induit une orientation 
directe sur MX*''* \ mais aussi sur chaque espace de la decomposition 
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Definition 6. Soient (C, z, u) G Regd{X) et (ei, . . . , Cfe^, /i, . . . , fk^) une base 

modele ordonnee de T(^c^^^^)'RM],^{X). Pour un couple de vecteurs {ei, fi) on 
definit son sens relativement a 

Z(e„/,) e {-1,+1} 

par la convention suivante (au point (C, z, m)) : 

- Z{ei, fi) = +1 si dMev^^ {{si, fi)) est une base positive de T„(-2.)]RX(j-) ; 

- Z{ei,fi) = —1 si dRevf^ {{ei, fi)) est une base negative de T„(2.)RX(i). 

On note — ^to(Co) la courbe reelle definie par le point de depart du 
chemin 7. Fixons une orientation Or^Io sur MAq. En combinant ces deux orien- 
tations on construit une base de T^(Q)U.M-f,^{X) comme suit. On choisit kd 
elements {e-* S T^oCq; i = 1,. . . ,kd} tels que les vecteurs {dzOUo{ei)}i=i^...^ka 
soient dans TM.Aq et positifs relativement a OrAq puis kd elements {/°; i = 
1, . . . , kd} dans H°{Co,Afuo) de sorte que (e°, . . . , e°^, /°, . . . , /°^) soit une base 

modele ordonnee pour T^(^q)]&A4i.^{X) avec Z(e°,/°) = +1, Vi G {l,...,fcc;}. 
La base = (^ij • ■ • j ^fe^j /i i ■ • ■ ; /fe^) ainsi definie est positive relativement 

a O7. Lorsque {C,z,u) e le faisceau normal Mi est un faisceau 

reel pour la structure induite par cx et on note H^^{C,Nu) la partie reelle de 
H°{C,Afu). Les elements = 1,...,^:^} de Bq sont dans H^^{C, Muo) et 

chaque fi appartient a H^^{C,NuQ.--Ki(z'^)) d'apres la construction. 

3.1.4 Homotopies et trivialisation. Cas d! ^ Q 

3.1.4.1 Homotopie au point. L'objet de ce paragraphe est de construire 
une nouvelle base standard pour r^(o)KA4fc^(X) qui induise la meme orienta- 
tion que Bq mais qui va s'integrer plus facilement dans une trivialisation de 
T\^RMf,^{X) compatible avec le morphisme d'evaluation. On renvoie a la defi- 
nition de 7 puis on choisit une base modele ordonnee positive de r^(o)MA^)^^ {X) 
relativement a 0^ et OrAo suivant la methode definie en l3.1.3.Tl qu'on note 

Chaque element /; appartient a H'^^{'CP^ ,Mu„,—ni{7»)) pour i e {1, . . . , kd} et 
le fcd-uplet (/?,..., /I? J est une base de H°^{CP\Nuo)- 

Lemme 4. L 'ensemble ordonne de vecteurs (ej, . . . , , . . . , /^^) definit une 
base standard positive de T^(^Q-jRA4f.^{X) . 

Demonstration. On se place au point r(0) = {CP^,z° U z°, uq) e RX^^+^(X)* 
defini au paragraphe lS . 1 . 1 .31 Quitte a « inverser » 7 (et done F) , on pent supposer 
d'apres les lemmes [2] et [3] que I'ordre cyclique des points uo(z'' Uz°) sur RAq est 
donne par 

un{z^) < ... < Mo(4) < Mzi) < ■■ < uo{Sl) < uo(2°'+i) < • • • 
2 2 

• • • < uo{zlj < uoi^l+i) < ■ ■ < uo{S°g) < uo(^"+i) < • • • < uo(z° ) 
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On convient que lorsque £ = k' , \a partie a droite de uo(z°) n'est pas retenue. 

2 

(Voir figure El) 




Fig. 6-X = CP^, d = 3.[L], kd ^ S, £ = 2 

Fixons des representants uq), uq) dans (MP^)'^'' x Mor^{X, cx) pour les 
points (Co, Uq) et (Co,l°, uq) de sorte que z° = 1° lorsque i £ {^+1, • ■ • , fed}- 
D'apres I'ordre cyclique, on peut construire un chemin dans {RP^)'^'^ \ Diagu^ 
qui lie z° a z° et qui reste constant en z^j^-^ = ■ ■ ■ i = ^k^- On pose 

c : [0,1] ^ (Rpi)'^'* \ Llrngfe^ tel que c(0) = et c(l) = 1° un tel che- 
min. (Comme precedemment, on note parfois c pour designer c([0, 1]) sans 
ambigui'te possible.) Puisque uq est une immersion, on rappelle que Afuo = 

Ocpi{kd - 1) (proprietelOIl), de plus G Hl^{CP\Ocpi{-z°)) car Bq 
est une base modele. On construit ainsi une homotopie de base h'^^^Q ^ dans 

I'espace vectoriel H^^{CP^,Ocpi{kd — 1)) de sorte que pour i € {1, . . . ,kd}, 
/iO(/0) = /o et h°{fO) e ffO^(CPi,C>cpi(-C°)) suivant I'ordre cyclique des 
zeros de sections. D'apres le choix de la base (e?, . . . , , /°, . . . , fkj, les vec- 
teurs Bi de T^MP^ sont tous orientes positivement relativement a OmAq- Puisque 
]Rez;^^(c) C -D* on a Me'i;^^(c) D ftj = et on obtient une famille de sec- 
tions {fi, . . . , /° ) qui est ordonnee avec (e?, ■ • ■ , e° ) dans Tc(i)]R7W5? (X) car 
/i?(/°) e i7,"JCFi,AA„„,_,,(50)) et positive car Z(g°^0(/r)) = ^(e?,./?) = +1, 
pour i e {1, . . . , /cd}. On en deduit I'existence de reels A!|_ > tels que ^i(/°) = 
A!^/° pour i G {1, . . . , fed}- En conclusion, {ff, . . . , /°J et (/{•, . . . , /^J sont ho- 
motopes comme bases de H^^ (CP^,7V„(,) et le resultat s'en deduit par positivite 
de la base Bq. □ 

3.1.4.2 Trivialisation le long du chemin. On decrit une trivialisation du 
fibre tangent T-^d le long de 7. A partir de celle-ci on va construire une 

trivialisation le long de 7. Le chemin 7 est inclus dans le lieu regulier Regd{X) 
du morphisme d'evaluation. En particuHer le morphisme d'evaluation reel est 
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un diffeomorphisme et on peut relever la decomposition ([8]) le long de 7 



T\^RmUx) = 0(ReO*r|^RX(,;). 



1=1 



On pose $ la trivialisation de T\jRMi.^ (X) issue de Bq et compatible avec cette 

decomposition et la suite exacte — *■ KerdTr^ {ey'l^YTx^^-^ dni^KeY dci) — > 
(voir proposition [T0|) dont les faisceaux adjacents sont les faisceaux de fibres en 
droite restreints a 7. On note e; : 7 ^ KerdTr^ les kd sections tautologiques 
reelles de chaque sous-fibre Kerc?7rj;|;y de sorte que 62 (7(0)) = e° et /i : 7 — > 
Kerdci/KerdTTi les kd sections tautologiques reelles telles que /i(7(0)) = 
pour i G {1, . . . , kd}. C'est-a-dire, en notant Bt = (e|, ■ ■ ■ ,e.\ ,/*,..., ) pour 
t e [0, 1] on definit 



e* = e 



:(7(i)) = ^(i;0,...,l,...,0,0,...,0) 

/* = /^(7W) = «'(^;0,...,o,o,...,i,...,o) 

la section de bases de Tn-r-rd i^-,, issues de la trivialisation $ le long de 7. A 
present, on definit une section de bases de T^j^d ^^^^ le long du chemin 7. On 

considere pour cela une trivialisation 4> de KcrdTr le long de 7, issue de So|kci d7r 
et compatible avec la decomposition en droites du lemme[TJ On note : 7 ^ 
KerdTTi les kd sections tautologiques de chaque sous-fibre KerdTTij^ issues de 
e-' € kerc?^(o)7ri. On considere ensuite /i : 7 ^ T^^-^d ,^,,/ KcrdTr les fed sections 

^d^ ' 

precedemment definies de T^j^d ^^^/KcrdTrj^ ~ 0^^^^ Kerdci/ KcrdTTij^ afin 

d'obtenir une famille libre Bt = (ci, e|,^, /',..., /^^)tg[o.i] de sections du 
fibre T\^'9.^Af.^{X) par le lemme suivant. 

Lemme 5. II existe un isomorphisme de fibres 

^d ^d 

qui fait de {/*; i = 1, . . . , kd}t£in.i] des sections de T^-j^d ^jj--,,/ KerdTrj^. 

^d^ ' 

Demonstration. On a la suite exacte de fibres — > KerdTr T„-^d 
'^sJa'^{X)* ~^ ^ d'ou on tire les isomorphismes de fibres T^j^d ^^j,/ Kcrd7r|;y = 
T|^(^)]RA4o(X) d'une part et T^-j^d /Kerd7r|^ = r|^(^)MA1o(X) d'autre 
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part. Or les images des chemins 7r(7) et 71(7) dans M.A4q{X) sont egales. 

[0, 1] ^ RMt^{X)\j ' ^ ^MAT^^(x)-/Kerd^l7 




^RA7^^(jf)«/K*5'"^^l7 ^T\^RMi{X) 

On obtient ainsi une famille de sections du fibre T-^j^-i CY')*/Ker(i7r|^, notees 

abusivement {/*; i = 1, . . . , kd}i^[f) ^. Chaque element fl, z 6 {1, . . . , k^} est en 
definitive une section de Kei dii/ Kcr dwilj. □ 

Remarque. Les sections et sont identiques pour i > £, suivant I'identification 

kerd^jj-jTrj = T^tCf ~ T^tCt = ker d^jjjTr,;, quelque soit t ^ [0, 1]. 

Remarque. Le chemin B : [0, 1] ^ J^^fcd y ^ definit bien une section de 

''d ^ ' 

bases standards de T^-j^d le long de 7 puisque la famille (e* , . . . , e|,^)jg[o^i] 

(resp. (/i, • ■ • , /fed)tG[o,i]) est libre dans le sous-fibres KerdTrj^ (resp. dans le 
quotient Tj^-5^d /Kerd7r|^). 

''d ^ ' 

3.1.4.3 Retour au modele. On decrit une homotopie de la base standard 
Bi de T^(^i)MA4f.^{X) sur une base modele afin de I'evaluer par le morphisme 
d'evaluation reel. On utilise les techniques employees dans la demonstration du 
lemmelHau paragraphe 13 . 1 .4. ll 

Lemme 6. II existe une base modele de T^(i)RA^^,^ (X) notee 

B^ = {el...,el,n,...,flJ 

ayant les proprietes suivantes : 

1- (/i , • ■ • , ft ) etifl..., fl ) sont homotopes dans H°,^ (CPi , A/;, ) ; 

2. pour : f} £ i?o^(CPi, A/;.-.,+i_.(.)) ; 

3. pour z e {£ + 1, . . . , A:4 ; /I G (CFi,M., 

Demonstration. Quitte a restreindre 7 et d'apres le lemme O I'ordre cyclique 
des points marques a I'image wi(z U z) sur RAi ou Ai = ui(CP^) est le suivant 

ui(zi) < ■ • • < ui{zi_) < ui{zi) < ■ ■ ■ < Ul{ze_^_^) < ui{zkj < ■■■ 

■ ■ ■ < Ul{zk' + l) < ■ ■ ■ < Ul{zi) < ■ ■ ■ < Ui{zi) < + < • • • < Ui{Zk') 
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Fig. 1 -X = CP2, d = 3.[L], kd = SJ = 2 



On choisit des representants {z},ui) et (li, ui) dans (RP^)'"'* x Mor^{X,cx) 
de (Ci,z^,ui) et {Ci,z},ui) de sorte que zj = zj lorsque i £ {£ + 1, . . . , kd}. 
On rappelle que, ui etant une immersion, A/'m = Ocp^ikd — 1) et de plus 
// S H^^ {CP^, Ocpi {—zj)). On pent done definir comme au paragraphe l3.1.4.i] 
une homotopie de base, notee /i(g[o i], dans H^^ (CP^, Ocpi (fc^ — 1)) de sorte que 

hh = id, hlifDe H^,JCP\Ocpi{^,)) lorsque z € {1, ...,£} et h\ifl) G 
iJ°(CP-^, Ocpi i^j)) i S + 1, . . . , fc^i} d'apres Tordre cyclique sur les zeros de 
sections. En posant // = pour tons i £ {1, . . . , fc^}, on obtient le resultat 

annonce. □ 

La base Bi = {e\, . . . ,e]^^, fl, . . . , fl^) est modele puisque pour chaque i 
dans {1, . . . ,kd}, f} appartient a H'^ (CP^ , Afu-^) , mais elle n'est pas ordonnee. 
On determine son signe relativement a I'orientation a la partie \3TM 

3.1.5 Trivialisation. Cas d' = 

On construit une trivialisation de T„-^d au-dessus de 7. Le long du 

chemin, on trivialise la partie definie par les kd derniers vecteurs (/°, . . . , /°^) 
de la base standard So en se donnant kd sections constantes i G [0, 1] ^ /° £ 
H^{£.P^ ,Muo) puisque I'application ut = mq est constante. Pour la partie de 
T\^^Mi {X) engendree par Ker d-K on ne pent pas definir les vecteurs e* comme 
precedemment car 

kcr(i|(c,,z*,«.)7r nkcrd|(c,,z*,„,)MeWfc^ ^ {0}. 

Puisque I'application uq est constante le long du chemin, on pent decrire la 
courbe universelle au-dessus 7 comme I'espace des deformations de la source. 
Considerons le produit [0, 1] x CP^ x {mq} et les kd sections t G [0, 1] z* G CP^ 
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definies par le chemin 7. La courbe universelle U^^{X)\~^ (voir theoreme[T]) est 
I'eclate *B[^([0, 1] x CP^) du produit [0, 1] x CP^ en I'unique point de concours 
(t*,^) des k' premieres sections. (Voir figure [8l) 




[0,1] 



Fig. 8 - d' 0, Mt = uo, fed = 5, A:' = 3 

On definit ainsi une trivialisation de base (e|,...,e^. )tg[o,i] C KcrdTr dans 
Q5[.([0,l] X CPi) issue de (eO,...,eO.Jt=o. 

3.1.6 Evaluation de bases 

On compare les orientations induites par les bases Bq et Bi dans une tri- 
vialisation du fibre tangent a I'image du chemin par le morphisme d'evaluation. 
Lorsque ces orientations coincident, on en deduit que ed'.k' = 0, dans le cas 
contraire on obtient ed',k' = 1- 

3.1.6.1 Trivialisation a I'image. Cas d' ^ 0. On se place dans une tri- 
vialisation de Tg^x'^d le long de 7* qui soit compatible avec le morphisme d'eva- 
luation. On definit une trivialisation de T\-y,M.X'''' dont la base standard au- 
dessus de 7*(1) definit une base modele ordonnee positive selon le procede du 
paragraphe 13.1.3.11 Reprenons la trivialisation (j> definie en 13.1.4.21 ayant pour 
sections tautologiques : 7 C MA^j,^(X) KerdTrij^ pour i = 1, . . . , k^. 

Puisque dRev^^ est injective sur Kcrc?7r|^ (cf. proposition |4]) , on construit une 
famille libre de kd (= dimKerdTr) sections f i : 7* C M.X'^'^ T|-y^RX'^<' comme 
images des sections e* 

v,{j4t)) ^ dRevliel) ; tG [0,1]. 

Pour plus de clarte, on notera vj = Vi{'^^(t)). Quelque soit t dans [0, 1] et i dans 
{1, . . . , fed}, D* appartient a T^_^(t)RX(i). On complete la base en choisissant pour 
chaque un vecteur w° dans T^^(Q-^RX(i) de sorte que w° = dM.ev^^{ff) ou w° 
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represente la classe au quotient de dans la suite exacte 

< u° >R T7.(o)K^(^) T^.(o)K^(.)/ < «° >K 0. 

Ainsi le couple (vf^w^) est une base positive de r^^(o)MX(j) relativement a 
0^. On considere alors une trivialisation de T|^,MX(.j) et on complete chaque 
base (vl, . . . , w^^)tg[o,i] par une section issue de on obtient une famille libre 
de kd sections : 7* C RX''^ T\-f_^RX''^ telles que w* = Wi{j^{t)) € 
(TRX(i)/ < >R)(g[o 1] suivant le diagramme 

^ < >K I7. ^ T|^.RX(,) ^ ?RX(,)/ < V^ >R I7. ^ 




7* C ]RX(,;) 

Ainsi, quelque soit t dans [0,1], = {w*, . . . . . . , w^^} est une base 

positive de T^^(t)KX''''* relativement a 0^ et compatible avec la decomposition 
qui suit (definie par le choix de w'^) 

1=1 1=1 

Remarque. Par construction (i|^(i)Re'y^^ (Z5o) = Vo et {dM.evf^)~^{Vi) est une 
base modele ordonnee positive de T^(i)MA^)^^ (X). 

3.1.6.2 Trivialisation a I'image. Cas d' ~ 0. On considere I'unique tri- 
vialisation (a homotopie pres) issue de Mew^^ {Bq ) = (wq , . . . , , w° , . . . , ) le 
long de 7* dont une base est donnee par un vecteur tangent a M.Aq = MAt Vt G 
[0, 1] a chaque point marque ut{zi) et son complementaire positif pour I'orienta- 
tion definie par 0^ dans RXi pour tous i £ {1, . . . , kd}- L'ensemble des 2{kd — k') 
vecteurs {vyj^-^, . . . ,v\^tW\,j^-^, . . . ,w\^} sont choisis constants quelque soit t 
dans [0, 1] puisque les sections t zj, k' < i < kd sont tautologiques {t 1-^ zf) 
par definition de 7. Le resultat au point Rev'l^{Ci, z} ,ui) est une base Vi de 




Fig. 9- X = CP^, d = 2[L], fc' = 3 
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T|^^(i)IRX'^'' constituee de kd vecteurs {vl, . . . , vl^) tangents a M.Ai = M.Ao aux 
points ui{zl) de sorte que I'orientation qu'ils induisent sur M.Ai est toujours 
positive relativement au choix de OrAq puis de kd vecteurs (wj , . . . , w^^ ) com- 
plementaires dans r„^(^i-|RX(i) le tout formant une base positive pour le choix 
de O7. (Voir figure [9l) 

3.1.7 Matrices de transition 

On donne la matrice de I'image de la base Bi dans la base Vi par le mor- 
phisme d'evaluation reel. D'apres le theoreme 12.21 ^st une base modele or- 
donnee positive de T;y(i)MA1j,^ (X) puisque 7 C Regd{X) et 7* fl o;^ = 0. Plus 
precisement, le sens Z(eJ,//) est +1 relativement a 0^ quelque soit i dans 
{1, . . . , kd}. On rappelle que le long de 7, chaque couple (e*, /*) constitue une 
base du sous-espace (d;y(t)]Rew^^)~^(T;^^(t)MX(,;)) de r^(t)RA1j,^(X). 

Lemme 7. Soit Bi = {e\, . . . ,e\^, fl, . . . , f^^) la base modele precedemment 
definie de T^(i)MAl^^(X), on a : 

1. /:{e}, fl) = +1 pour t<i<kd; 

2. Z(ei,/,Vi_,) = -lpoMri £{!,...,£}. 

Demonstration. On fixe une orientation o^Ai sur la partie reelle de Ai = mi(CP^) 
de sorte que les vecteurs {e\; z = fc' + 1, . . . , kd} (c.-a-d. les elements de la base 
dans Tci) soient positifs. On rappelle que d" e H2{X,Z) est non nulle et reelle 
done la partie reelle de I'image de n'est ni vide ni reduite a un point de 
M.X car elle contient des points marques. Les vecteurs {ej; i = 1, . . . , k'} sont 
necessairement orientes negativement relativement a OrAi puisque le chemin 7 
est transverse au diviseur A^^/ j., de la frontiere (cf. lemme[2]). De mfime, en 7(1) 
les vecteurs {el;i = !,...,£} et {e}; i = fc' + 1, . . . , kd} sont orientes positive- 
ment relativement a OrAi alors que les vecteurs {el;i = i + 1,. .. le sont 
negativement (cf. lemme [51 . Reprenons la construction de Bi et considerons 
le releve du chemin c' dans (RP^)'''' x Mor^{X,cx)* et I'homotopie de base 
de H^^{CP^ ,Ocpi{kd — 1)) associee (cf. lemme [6]). Une trivialisation de 
T\c'RM'l.^{X) issue de ;Bi = {el, . . . ,el^, fl, . . . , flj compatible avec la suite 

exacte ^ et definie par cette homotopie fournit une base de r^(i)IRA^fc^(X) dont 
les kd derniers vecteurs sont {fl, . . . , fl^). Puisque I'image Rev'^^{c') n'intersecte 
pas ujj car elle est contenu dans D^, on obtient le long de la premiere compo- 
sante une trivialisation {e\{t) , . . . , el {t)), t G [0,1] de T\c'{M.P'^Y-' qui verifie 
/L{e\{l), fl) = +1 relativement a 0^ car Z(e^(0), //) = +1, pour i E {!,..., kd}. 
Cependant, pour i G {!,...,£}, e\ etant oriente negativement relativement a 
OrAi, il est oppose a I'orientation definie par ej(0). Or, cette orientation est 
aussi celle definie par e\j^i_^{l) car £ + 1 — i g {!,...,£}. Alors que, pour 
i S + 1, . . . , kd}, e\ est oriente positivement relativement a OrAi et done re- 
lativement a e\{l). Finalement, 6,^(1) = \\e\ ou A!^ £ R'j_ si i £ + 1, . . . , kd} 
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alors que ej_|_]^_j(l) = A!_e^ avec £ Ml lorsque i G {1,...,^}. En conse- 
quence, fl+,_,{z}) = X^fliil) pour i e {!,...,£} et fl{z}) = pour 
i G + 1, . . . , fed}, avec AL < et A!^ > 0, d'ou le resultat. □ 

Lemme 8. Soit d! G A:' G {fc^/ + 2, . . . , fc^}, 7 mti chemin defini comme en 

\3.1\ et Bi, Vi les bases precedemment definies de r^(i)MA4;.^ (X) et T^^(i)]RX'^'' 
respectivement. Alors, dans la trivialisation definie en \3.1.6.1\ I'image de la base 



f (Bi) dans la base Vi s'ecrit matriciellement 

\ 
J 



Bi\v^ = 




























ou J = 



( 





V 1 



est la matrice de permutation inversee. 



0/ 



Demonstration. La base de T^^(i)]RX'^'' definie par I'image de Bi est donnee 
par dj(^i)Revf^{el, . . . ,e^^) sur ses premieres composantes, c'est-a-dire les pre- 
mieres composantes {vl, . . . ,vl^) de Vi et dans le meme ordre (cf. I3.1.6.ip . 
D'autre part, on a vu que lorsque i G {£ + 1, . . . , kd}, f} = \\{dM.ev'l^)~^ {w}) 
avec A!|_ > et done, apres eventuellement avoir normalise, on obtient I'ega- 
lite (i^(i)Kew^_^ /fcij = {w\^^, . . . ,wlj. Enfin, pour i G {!,...,£}, 

fl = X_(dR.ev'^^)~'^ {w\j^-^_^) avec AL < et done, apres avoir eventuellement 
normalise les bases, (i^(i)Meu^^ (/^ , . . . , //) = {—wi, . . . , —wi). La matrice asso- 
ciee a cette description est done la matrice carree — J de taille £. □ 

Lorsque d' = on a construit une base standard non ordonnee Bi = 
{e\, . . . , el^, fl, . . . , flj de r^(o)MA^fe^ (^) dont on decrit les proprietes rela- 
tivement au morphisme d'evaluation dans le lemme suivant. 

Lemme 9. Soit d' ~ 0, k' G {2, . . . , kd\, 7 un chemin defini comme en \3.1\ et 

Bi, Vi les bases precedemment definies de T-y(i)IRA^j,^ (X) ei T^^(i)IRX'^'' respec- 
tivement. Alors, dans la trivialisation definie en \3.1.6M et apres normalisation, 
la base image d-y(i)Rez;5?^(i3i) s'ecrit matriciellement dans la base Vi 
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ha-k' 



Demonstration. Les sections concourantes zj, 1 < i < k' induisent dans la 
trivialisation par ej une orientation opposee a celle fixee sur KCo = MCi par 
OrAo puisque RC] = wi{«Uj^^{X)\^y . Comme RAq = R^i, I'image de e] par 
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tevr: 



f. est dans la direction de mais dans le sens oppose pour 1 < z < 0. 



Les kd — k' dernieres sections z*, k' < i ne rencontrant pas wi{WA^^[X)\^) 
(et pouvant Stre choisies tautologiques) , I'image de e\ par dM.ev'j.^ est dans la 
direction et le sens de v} des que k' < i. (Voir figure[8]). Finalement, d'apres [3.1.5t 
B\ = (e}, . . . , e].^, fi, . . . , f^^), la matrice de permutation associee aux vecteurs 
de base dans la composante H'^ {CP^ , Nm) de la decomposition ([7]) est donnee 
par Jk' ® Ikd-k' et correspond au renversement des sections du faisceau normal 
issues de (/j^, . . . , fy) d'apres le choix de 7. Chaque base {v}^ dReu^^ de 
T;^(i)IRXi pour \ <i <k' etant positive puisque I'orientation de R^i induite par 
v} est inchangee par rapport a I'orientation de M^q. De plus, par construction 
tous les autres vecteurs sont identiques apres normalisation, c'est-a-dire que 
d\-tii)^eii^{4) = v] et d|^(i)Me«,^J/i) = w\ des que z > fc'. □ 



3.1.8 Conclusion 

On evalue I'orientation induite par les bases d'arrivee des trivialisations pre- 
cedemment definies. Puisque la base de depart etait choisie positive et que 
I'image du chemin ne rencontre pas w^, il vient que cette orientation est compa- 
tible avec celle definie sur MX \ w-y si et seulement si le determinant des matrices 
precedemment definies est positif. 



CoroUaire. Soit d' G red''', k' > kd' et k' > 1. Soit 2?^/ une composante 
connexe de la frontiere incluse dans M/CJ^/ j./ (comme decrit en \1.2\) et de co- 
dimension un dans MA^^^(X). Cette derniere participe a un representant dual 
pour la premiere classe de Stiefel- Whitney de la composante connexe de MMf.^ {X) 

qui la contient si et seulement si E{ ^ ) = 1 mod (2) oil E designe la partie 
entiere. 

Demonstration. C'est une consequence des lemmes precedents en observant que 



det 














-Ji 











Ika-e , 



= dct-Ji? = (-1)^ mod (2) 



puisque £ = mod (2) et 
/ 



det 



' -Ik' 
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hi-k' 














Jk 














ha^k' , 
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(-!)'-' dot Jfe = {-\f'+^(^\ 



II suffit de verifier, d'une part que | = £'( ^ ) d'apres le choix de I et 
d'autre part que A:'+£'(y) = mod (2). On rappelle que par convention 

fco = — 1 et on en deduit le resultat. □ 
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CoroUaire. Soit {X,cx) une surface projective convexe equipee d'une struc- 
ture reelle. La premiere classe de Stief el- Whitney de WA4i^^{X) admet comme 
representant 

d'ered'' 

avec ed'.k' G {0, 1} et td'.k' — ^ si et seulement si k' — kd' ^ 2 ou 3 mod (4). 

Demonstration. C'est la consequence directe du corollaire precedent. On choisit 
I'expression qui decoule de I'equivalence 

EiX^^) mod (2) = 1 <^ fc' - /cd' = 2 ou 3 mod (4). 

□ 

3.2 Etude du cas r 7^ 

On s'interesse aux autres structures reelles lorsque la permutaiton r £ Skj_ 
est differente de I'identite. Les changements que cela impose a la demonstration 
precedente sont assez minimes et nous allons, autant que possible, nous appuyer 
sur ce les developpements precedents. On dira d'un point de X qu'il est imagi- 
naire (resp. reel) s'il n'est pas (resp. s'il est) dans la partie reelle RX = fix(cx). 
Pour le choix d'une composante P^, f., {d' S red'*, k' > k'^ — 1), deux situations 
sont a envisager en fonction du nombre de paires de points marques imaginaires 
par rapport au nombre £ (of. definition [3]) . Pour r un element d'ordre deux 
de Ska, on note r,- le nombre d'elements invariants (correspondant aux points 
marques reels) et Sr le nombre de permutations (correspondant aux paires ima- 
ginaires conjuguees) de sorte que rr + 2sr = fed- On commence par quelques 
preliminaires techniques. 

3.2.1 Bases et orientations 

II existe deux structures reelles sur le produit CP^ x CP^. Nommement ci : 
(zi,Z2) I— *■ (21,22) de partie reelle RP^ x MP^ et C2 : (21,22) ^ (^2,^1) de partie 
reelle homeomorphe a la sphere S^. Considerer une permutation d'ordre deux r 
revient a considerer dans le produit {CP^)^\Diagk de la construction de AdfiX) 
une partie reelle homeomorphe au produit de droites projectives reelles et 
St spheres. Les decompositions de I'espace tangent a MrA^^.^(X) doivent done 
difi^erer de celles definies en 13.1.31 sur la partie « spherique » de T^iCP^)''. Par 
contre, il n'y a pas de modification a apporter aux autres objets (on considere 
I'espace des section 7J°t (C, A/'m) equivariantes pour etc.). Pour les memes 

raisons, I'espace tangent reel T^M-tX'''^ ne se decompose pas en produit direct de 
T^^RX mais est isomorphe au produit {nRXY © (nRrX'^Y ou RrX^ designe 
la partie reelle de C(x'^) ■ (3^1,2:2) >— > (a;2,2;i). 
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3.2.2 Cas d' ^0 



3.2.2.1 Occurrence r > £ Cette situation est deja traitee dans la demons- 
tration precedente. En effet, il suffit de considerer une indexation telle que les 
£ premiers points marques soient tons reels. On reproduit ainsi en tout point 
la premiere etude (partie 13. ip en se dotant d'une base positive par la methode 
determinee dans la partie [3^1 .3. II dans une restriction aux points marque reels. 
Les autres vecteurs etant choisis dans un releve de (T|^^Rt-X^)* le long duquel 
la restriction d\iyev'^^ est injective (on ne « deplace » pas les zero de sections 
associes a ces points marques). 

3.2.2.2 Occurrence r < £ On doit modifier le raisonnement seulement pour 
le sous-fibre (T|^^Rt-X^)'* car on veut deplacer des zeros de sections de I'espace 
des deformations reelles a I'ordre un H^t^ {C,Nu) qui sont associes a des couples 
de points imaginaires conjugues. On pose <r = min(£, 2s) et on fait le choix d'une 
indexation pour laquelle les <^ premiers points marques sont des paires imagi- 
naires conjuguees. Rappelons que le choix d'une orientation pour la courbe de 
depart R^o et d'une orientation o sur RX \ lo-^ fournit une orientation sur 
r^(o)R7Wfc^ (X)* I'espace tangent au point de depart du chemin. De fagon equi- 
valente, pour chaque couple de points marques imaginaires conjugues, on definit 
une orientation sur la partie reelle homeomorphe a S"^ donnee par la structure 
complexe et qui ne depend que du choix d'un des points du couple. Aussi, dans 
la procedure definie en 13.1.3.11 pour construire une base modele positive au 
point de depart d'un chemin 7, on choisit pour chaque couple de points mar- 
ques {zi,Zj) une base reelle de I'espace tangent T(^zi,zj){'CP^Y determinee par 
le choix de Zi tel que i < j (par convention). On obtient ainsi une base modele 
positive de I'espace tangent au point 7(0). On reproduit ensuite en tout point 
la demonstration precedente avec la structure reelle associee a la permutation 
T. Les homotopies successives de bases reelles n'ont d'autre effet, apres avoir 
traverse la singularite, que d'inverser I'ordre des points marques dans chaque 
paire imaginaires conjuguees. (Voir figure flOl) 




Fig. 10 
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Done Torientation induite sur la partie reelle de la source T(^zi,z -)(JCP^)'^ au point 
d'arrivee serait opposee a celle definie au point de depart 7(0) si une telle trans- 
formation concernait les points marques. On en deduit qu'il en est ainsi pour les 
homotopies qui affectent les zeros de sections equivariantes. On en conclut que 
les resultats precedents sont inchanges puisque chaque paire de points marques 
imaginaires conjugues qui vont differer dans les presentations de z_ et S contri- 
buent dans la matrice de transition (voir I3.1.7P a une permutation des sections 
avec un signe oppose (c.-a-d. un element de type —J^)- Autrement dit, dans le 
lemme[8]on remplace la matrice Bi\\i^ par la suivante 



/ 4. 
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ou la sous-matrice — J2 est repetee | fois est un nombre pair). Pour cette 
raison, le determinant de cette matrice est du mfime signe que celle du lemme 
[8]et depend seulement de | mod (2). 

3.2.3 Cas d' = 0' 

Lorsque deux paires de points marques imaginaires conjugues se rencontrent 
le long du chemin 7 (transverse a la composante T^qj., de Ri-A^o fc')j ^lles vont se 
permuter deux a deux pour induire le long d'une trivialisation une orientation 
differente dans un voisinage du point d'arrivee 7(1). En effet, avec les notations 
precedentes, Ui,{z*) G M.X des que 1 <i <k' car sinon codimPQ j,, > 2. On note 
g le nombre de points reels {g < r) concernes par le choix de ^ (c'est-a-dire 
qui se « deplacent » le long du chemin 7). Alors, si fc' = g on ne change rien (en 
choisissant une bonne indexation) et si k' > g, on suit le meme raisonnement 
qui aboutit a remplacer dans le lemme [9] la matrice Bi\\>^ par la suivante 
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-^kd — k' 



ou la sous-matrice J2 est repetee fois (fc' — g est pair par definition de la 
structure complexe et parce que ^ est de codimension un) . Le deter- 
minant de cette matrice est du mgme signe que celle du lemme [9] dependant 
seulement de k' mod (2). 

En conclusion on retrouve dans tous ces cas les proprietes sur le determinant 
developpees dans le corollaire l3.1.8l et on en deduit le theoremeO 
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